
Marc Noy rep el Premi Humboldt

El professor Marc Noy, catedràtic de la Uni-
versitat Politècnica de Catalunya i un dels mi-
llors investigadors en matemàtiques de Cata-
lunya i Espanya, ha estat un dels guardonats
amb el Premi Humboldt d’Investigació 2012
en l’àrea de les matemàtiques. Aquest premi,
atorgat per la Fundació Alexander von Hum-
boldt, es dóna com a reconeixement a un in-
vestigador en matemàtiques per les seves des-
cobertes fonamentals i noves teories o idees
que hagin tingut un impacte significatiu en
la seva pròpia disciplina, i del qual s’espera
que continüı produint èxits d’avantguarda en
el futur.

El professor Noy ha estat distingit per les
seves contribucions a l’estudi de les estruc-
tures combinatòries aleatòries usant mètodes
anaĺıtics. Amb els seus col.laboradors, ha tro-
bat fórmules precises per a descriure el com-

portament asimptòtic del nombre de grafs pla-
nars, l’estad́ıstica i les lleis de probabilitat dels
invariants bàsics dels grafs planars aleatoris, i
ha estès alguns d’aquests resultats a grafs en
superf́ıcies i a certes classes de grafs tancades
per menors.

La Fundació Alexander von Humboldt con-
cedeix diversos premis d’investigació cada any,
i els guanyadors són convidats a passar un
peŕıode de temps cooperant en un projecte d’in-
vestigació amb especialistes d’una institució de
recerca alemanya. El professor Noy visitarà el
Department de Matemàtiques a la Universitat
Tècnica de Munich, per treballar-hi amb el pro-
fessor Anusch Taraz, membre del grup de recer-
ca en geometria aplicada i matemàtica discreta
d’aquella institució.

Podeu trobar més informació al web http:

//www.humboldt-foundation.de/

Societat Catalana de Matemàtiques

Guardonats en la convocatòria 2012

• El Premi Évariste Galois ha estat atorgat
a Xavier Ros pel treball “EDP de reacció-
difusió, desigualtats isoperimètriques i pe-
sos monomials”; a Jordi Delgado pel treball
“Problemes algoŕısmics en grups lliures per
lliure-abelià”; a Carlos de Vera pel treball

“Punts racionals en corbes de Shimura sobre
cossos quadràtics imaginaris”.

Aquest premi fou lliurat el passat 26
d’abril en l’acte de lliurament de premis i bor-
ses d’estudi de l’Institut d’Estudis Catalans.

Ressenyes d’obres guardonades

Xavier Ros, ≪EDP de reacció-difusió, desigualtats isoperimètriques i pesos
monomials≫. Premi Évariste Galois 2012

El treball presenta els resultats obtinguts per
l’autor en el seu estudi d’equacions de reacció-
difusió i, com a conseqüència, algunes noves
desigualtats isoperimètriques i de Sobolev.

La primera part del treball tracta la regula-
ritat dels minimitzants d’algunes equacions en
derivades parcials (EDP) no lineals —un pro-
blema clàssic en el càlcul de variacions que apa-
reix, per exemple, en el problema número 19 de
Hilbert. Un exemple important en geometria és
la regularitat de les hipersuperf́ıcies mı́nimes de
Rn que són minimitzants del funcional d’àrea.
Un resultat profund dels anys seixanta esta-
bleix que aquestes hipersuperf́ıcies són regulars

si n ≤ 7, mentre a R8 el con de Simons és un
minimitzant del funcional d’àrea amb una sin-
gularitat al 0. El mateix fenomen —el fet que
els minimitzants són regulars només en dimen-
sions baixes— es dóna en altres equacions no
lineals en dominis acotats. Per exemple, consi-
derem el problema semilineal −∆u = f(u) a
Ω, u = 0 a ∂Ω. Aquests problemes de reacció-
difusió modelen diversos fenòmens en la f́ısica
(fluids, combustió, etc.), la biologia i l’ecologia
(evolució de poblacions, propagació de malalti-
es, etc.), i apareixen també en alguns proble-
mes geomètrics (com preescriure la curvatura
en una varietat o la classificació conforme de

47



varietats). Una important qüestió oberta és
si els minimitzants locals (o, més en gene-
ral, les solucions estables) d’aquesta classe
d’equacions tenen o no singularitats per n ≤ 9.
La questió ja ha estat estudiada des dels
anys setanta per diverses nolinealitats f
—essencialment exponencial i potència— i més
recentment per f general quan Ω és una bo-
la. En tots els casos es té un resultat simi-
lar: si n ≤ 9 aleshores tota solució estable u
és regular, mentre per n ≥ 10 hi ha exem-
ples de solucions estables no fitades. Per a f i
Ω generals els resultats més importants són de
G. Nedev (2000) i de X. Cabré (2010): van de-
mostrar que aquestes solucions són regulars per
tota f en dimensions n ≤ 3 i n = 4, respectiva-
ment. Nosaltres estudiem la regularitat de les
solucions estables en una classe de dominis que
anomenem de doble revolució.

Aquests són els dominis invariants sota ro-
tacions de les primeres m variables i de les
últimes n−m variables. El nostre resultat prin-
cipal és el següent: quan Ω és un domini de do-
ble revolució convex i n ≤ 7, les solucions esta-
bles són regulars per tota f . A més, quan n ≥ 8
donem cotes Lp per u. És en aquesta demostra-
ció on es requereixen les següents desigualtats
de Sobolev amb pesos monomials

‖u‖Lq(Rn,xAdx) ≤ Cp‖∇u‖Lp(Rn,xAdx),

on xA := |x1|A1 · · · |xn|An , u és qualsevol funció
C1 a suport compacte i q > p.

Aquestes desigualtats eren desconegudes
quan els nombres Ai no són enters. En can-
vi, vam observar que quan els nombres Ai són
tots enters positius, aquestes desigualtats són
ben conegudes. En efecte, en aquest cas xA

és el jacobià del canvi de variables de RA1+1

× · · · × RAn+1 en Rn donat per (x1, ..., xn) =
(|z1|, ..., |zn|), on x ∈ Rn i zi ∈ RAi+1, i per tant
la desigualtat amb el pes xA és exactament la
desigualtat de Sobolev clàssica escrita en aques-
tes coordenades “radials”. A més, el laplacià es-
crit en aquestes coordenades es transforma en
l’operador x−Adiv(xA∇u).

L’objectiu de la segona part del treball és
demostrar les desigualtats de Sobolev amb el
pes xA per a nombres reals A1 ≥ 0, ..., An ≥ 0
qualssevol i trobar l’exponent òptim q (que
depèn de A1, ..., An) per al qual són certes.
També obtenim una expressió expĺıcita de la

millor constant Cp en la desigualtat, aix́ı com
les funcions extremals on aquesta constant és
assolida. A més, també provem versions amb
pesos monomials de les clàssiques desigualtats
de Morrey i Trudinger.

La demostració d’aquesta desigualtat de So-
bolev està basada en una nova desigualtat iso-
perimètrica amb pesos monomials i amb cons-
tant òptima. La millor constant s’assoleix per
dominis de la forma Ω = BR(0) ∩ (0,+∞)n.

És sorprenent el fet que els pesos que conside-
rem no són radials però, en canvi, els conjunts
òptims śı que ho són. Aquesta desigualtat iso-
perimètrica l’establim adaptant una prova dels
anys noranta de X. Cabré de la desigualtat iso-
perimètrica clàssica a Rn. En el nostre cas, la
idea principal és usar un problema de Neumann
lineal per l’operador x−Adiv(xA∇·) combinat
amb una variació del mètode ABP.

Aquesta demostració —de fet, l’intent de
discutir els casos d’igualtat— ens porta a es-
tudiar l’operador x−Adiv(xA∇·). Trobem una
expressió pel nucli de la calor d’aquest opera-
dor i demostrem una propietat de la mitjana
per a solucions febles de x−Adiv(xA∇u) = 0,
cosa que ens permet provar la regularitat C∞

d’aquestes funcions. De fet, els resultats ob-
tinguts s’apliquen no només a aquest operador
sinó també a operadors una mica més generals,
que inclouen per exemple |x|−pdiv(|x|p∇·).

Finalment, la desigualtat isoperimètrica an-
terior ens ha portat a estudiar desigualtats iso-
perimètriques amb un pes homogeni general w
de grau α ≥ 0. El principal resultat que obte-
nim és el següent: si Σ és un con convex i w1/α

és una funció còncava a Σ, aleshores es com-
pleix una desigualtat isoperimètrica a Σ amb el
pes w, i els conjunts que minimitzen el quocient
isoperimètric són les boles centrades a l’origen
intersecades amb el con. És bastant sorprenent
el fet que, tot i que els pesos w que conside-
rem no són necessàriament radials, els conjunts
que resolen el problema isoperimètric śı que ho
són. Quan w ≡ 1 aquest resultat és ben cone-
gut: la desigualtat isoperimètrica en cons con-
vexos (sense pesos) va ser demostrada el 1990
per P. L. Lions i F. Pacella. La nostra demos-
tració d’aquestes desigualtats isoperimètriques
és totalment diferent a la de Lions-Pacella i, per
tant, en particular donem una nova prova de la
seva desigualtat.
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Jordi Delgado, ≪Problemes algoŕısmics en grups lliures per lliure-abelià≫.
Premi Évariste Galois 2012

Introducció

L’objectiu principal de la teoria combinatòria
i geomètrica de grups (CGGT) és l’estudi dels
grups discrets infinits des de dos punts de vis-
ta: el combinatori, en què els elements del grup
vénen donats per seqüències de śımbols sotme-
ses a certes regles; i el geomètric, en què s’extreu
informació sobre els grups a partir d’objectes
geomètrics (com ara grafs o superf́ıcies) que els
involucren.

Un dels temes recurrents en la CGGT és
l’estudi de problemes algoŕısmics (de decisió
o de cerca) sobre grups. Intüıtivament, un
problema de decisió consisteix a, donada una
entrada (pertanyent a un conjunt d’entrades
establert), decidir si aquesta compleix o no
una certa propietat; mentre que un proble-
ma de cerca consisteix a, donada una entra-
da, trobar (en cas que existeixi) una resposta
que compleixi certa propietat respecte a l’en-
trada. Es diu que un problema és decidible
(o resoluble) quan existeix un algorisme per
a resoldre’l.

Els primers problemes de decisió en teoria
de grups es remunten a principis del segle passat
quan Max Dehn, estudiant de geometria i topo-
logia, va veure que moltes de les qüestions amb
les quals estava tractant es podien reduir a pre-
guntes sobre grups. En particular, fou el primer
a apreciar la rellevància del problema de la pa-
raula, que juntament amb els de la conjugació
i l’isomorfisme (actualment anomenats proble-
mes fonamentals de Dehn), es pot considerar
que constitueixen el germen de la disciplina.

A partir d’aquests, s’ha anat desenvolupant
tota una varietat de problemes algoŕısmics refe-
rents a diversos aspectes algebraics dels grups.
Detallem a continuació els que tenen més re-
llevància en el nostre estudi. Per a un grup G
qualsevol:

• El problema de la pertinència consis-
teix a decidir, donada una famı́lia finita
{w,w1, . . . , ws} de paraules descrivint ele-
ments de G, si la primera pertany al sub-
grup generat per la resta; i, en cas afirma-
tiu, trobar una expressió de w en termes de
{w1, . . . , ws}.

• El problema de l’́ındex finit consisteix a de-
cidir, donada una famı́lia finita de paraules
descrivint elements de G, si el subgrup que

generen té ı́ndex finit a G; i en cas afirmatiu,
calcular una famı́lia de representants de les
classes laterals.

• El problema de la intersecció de subgrups
consisteix a decidir, donades dues famı́lies fi-
nites d’elements de G, si la intersecció dels
subgrups que generen és també finitament ge-
nerada; i en cas afirmatiu, calcular-ne una
famı́lia de generadors.

• El problema dels punts fixos consisteix a deci-
dir, donat un endomorfisme qualsevol de G, si
el subgrup de punts fixos per aquest és finita-
ment generat; i en cas afirmatiu, calcular-ne
una famı́lia de generadors.

• El problema de la conjugació torçada consis-
teix a decidir, donats dos elements u, v ∈ G
i un automorfisme ϕ de G, si aquests són ϕ-
conjugats a G; és a dir, si existeix un ele-
ment w ∈ G tal que (wϕ)−1 uw = v (el cas
ϕ = IdG correspon exactament al problema
de la conjugació).

• El problema de Whitehead consisteix a deci-
dir, donats dos elements qualssevol de G, si
existeix un automorfisme (endo, mono, epi)
de G enviant l’un a l’altre.

Aquest treball té com a objectiu principal
l’estudi dels problemes anteriors sobre grups
lliures per lliure-abelià, Fn × Zm. Malgrat que
les respectives versions de cada problema sobre
els factors (Fn i Zm) són ben conegudes i apa-
reixen sovint com a subproblemes del nostre,
l’estudi realitzat mostra que en general no són,
ni molt menys, suficients per a resoldre el cor-
responent problema a Fn ×Zm. Recordem, per
exemple, que la propietat de Howson (la inter-
secció de dos subgrups finitament generats és
finitament generada), vàlida tant a Zm com a
Fn, ni tan sols es compleix a F2 × Z.

La primera part del treball està dedicada
a l’estudi d’aquesta famı́lia de grups i la sego-
na a resoldre la llista de problemes algoŕısmics
esmentada més amunt.

Grups lliures per lliure-abelià

Serà convenient considerar els grups Fn ×
Zm com a donats per la presentació
〈X ∪ T | [X ∪ T, T ]〉, on X = {x1, . . . , xn} i
T = {t1, . . . , tm} són conjunts finits (potser
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buits) disjunts de śımbols i [A,B] designa el

conjunt de commutadors d’A amb B. És a dir,
pensarem els elements de Fn ×Zm com a cade-
nes finites de tj’s, xi’s i els seus inversos, amb
el benentès que les tj’s commuten amb tots els
śımbols. Podem, per tant, acumular-les ordena-
dament (per exemple a l’esquerra) i obtenir per
als elements de Fn × Zm la següent forma nor-
mal tau : eqta11 ta22 · · · tamm u(x1, x2, . . . , xn), on
a : eq(a1, . . . , am) ∈ Zm i u = u(x1, . . . , xn) ∈
Fn és una paraula lliure en base X.

És ben sabut que els subgrups dels grups
lliure-abelians són lliure-abelians (de rang com
a molt el rang ambient) i que els subgrups
dels grups lliures són lliures (sense restric-
ció de rangs). Aquests dos fets condueixen a
una propietat anàloga pels nostres grups: els
grups lliures per lliure-abelià són tancats per
subgrups. Concretament, si H 6 Fn × Zm,
aleshores H ≃ Fn′ × Zm′

, on n ∈ [0,∞] i
m′ ∈ [0,m].

Observem que F1 × Zm ≃ F0 × Zm+1 i per
tant els rangs de les parts lliure i lliure-abeliana
no són invariants de Fn×Zm. No obstant això,
és fàcil veure que aquesta és l’única possible re-
dundància, la qual cosa ens permet (excloent el
cas n = 1) definir de forma molt natural no-
cions de rang i base per als nostres grups que
estenen les homònimes a Fn i Zm. Aix́ı, per a
un subgrup H 6 Fn×Zm, anomenem rang d’H
l’únic parell (m′, n′) ∈ [1,m] × [0,∞] \ {1} tal

que H ≃ Fn′ × Zm′

; i base d’H qualsevol con-
junt obtingut unint una base de cadascun dels
factors d’H a la descomposició anterior. A més,
es pot veure que si el subgrup H ve donat per
una famı́lia finita de generadors, aleshores dis-
posem d’un procediment algoŕısmic per a cal-
cular una base d’H i expressar-la en termes dels
generadors inicials.

Pel que fa als endomorfismes, és clar que
associats a les parts lliure i lliure-abeliana,
emergiran com a constituents de cada Ψ ∈
End(Fn × Zm) endomorfismes respectius, φ de
Fn, i Q de Zm. Veurem que, excepte en un cas
degenerat (que no inclou epimorfismes ni mo-

nomorfismes), els endomorfismes de Fn×Zm es
poden descriure en termes de φ, Q i una ma-
triu P que controla l’aparició de lletres t’sj a la
imatge de xi sota Ψ.

A partir d’aquestes descripcions obtenim
expressions per a la composició de qualsevol
parell d’endomorfismes. Veiem, a més, que les
caracteritzacions d’injectivitat i exhaustivitat
d’endomorfismes tan sols involucren a φ i Q, i es
poden donar de forma senzilla i molt natural en
termes d’aquests.

Impĺıcita en la descripció anterior està, per
suposat, tant la hopfianitat i no-cohopfianitat
de Fn×Zm com la descripció del seu grup d’au-
tomorfismes, per al qual es dedueix fàcilment el
seu caràcter finitament generat.

Problemes algoŕısmics a Fn × Zm

Una vegada estudiats els grups lliures per lliure-
abelià i establerta la connexió entre aquests i
els seus factors, es fa patent que molts dels
problemes de decisió a Fn × Zm es traduiran
en les respectives versions del problema sobre
les parts lliure i lliure-abeliana, juntament amb
una certa complicació derivada de la manera
com estan entrellaçades ambdues parts.

Resumim a continuació en un únic enunciat
els resultats algoŕısmics fonamentals obtinguts
(i.e. els problemes algoŕısmics que hem resolt
a Fn × Zm d’acord amb l’esquema anterior).

Teorema. Els següents problemes algoŕısmics
són decidibles a Fn × Zm: els problemes de la
paraula i la conjugació, el de l’isomorfisme, el
de la pertinença, el de l’́ındex finit, el proble-
ma de la intersecció de subgrups i de classes
laterals, el dels punts fixos, el de la conjugació
torçada, i els problemes de Whitehead per a en-
domorfismes, monomorfismes i automorfismes.

En definitiva, aquest treball suposa un pri-
mer pas en la generalització de qüestions al-
goŕısmiques clàssiques per al grup lliure a cer-
tes extensions naturals seves, com ara els grups
parcialment commutatius (right-angled Artin
groups) o els productes semidirectes de grups
lliures.
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Carlos de Vera Piquero, ≪Punts racionals en corbes de Shimura sobre cossos quadràtics
imaginaris≫. Premi Évariste Galois 2012

El problema de resoldre equacions diofàntiques
sobre els enters es redueix sovint al problema
de trobar el conjunt de punts racionals en una
corba algebraica. Malgrat grans esforços que es
remunten fins a l’Antiga Grècia, encara no es
coneix si existeix un algorisme general que do-
nada l’equació d’una corba retorni el conjunt
dels seus punts racionals, en cas que aquest
sigui finit. De fet, encara que sapiguem que
una certa corba algebraica té infinits punts ra-
cionals, calcular-ne un amb alguna propietat
desitjada pot ser una tasca ben complicada.
Per exemple, no es coneix encara cap algoris-
me capaç de calcular un punt d’ordre infinit en
una corba el·ĺıptica de rang positiu definida so-
bre Q, problema estretament relacionat amb la
famosa i encara oberta conjectura de Birch i
Swinnerton-Dyer.

Donada una corba algebraica X, podem in-
tentar demostrar que no té punts racionals, és
a dir, que X(Q) = ∅. Per a cada primer p,
sigui Qp la compleció de Q respecte a la
distància p-àdica. Com que un punt en X(Q)
defineix un punt en X(Qp) per a cada primer
p i un punt en X(R), és clar que si X(R) és
buit o existeix algun primer p tal que X(Qp)
és buit, aleshores X(Q) també ha de ser buit.
Quan això passa, es diu que hi ha una obstruc-
ció de tipus local-global a l’existència de punts
racionals en X. D’altra banda, es diu que una
famı́lia de corbes satisfà el principi local-global
(o principi de Hasse) si per a tota corba de la
famı́lia es verifica que X(Q) 6= ∅ si, i només si,
X(Qp) 6= ∅ per a tot primer p i X(R) 6= ∅. Quan
X satisfà el principi de Hasse, es coneixen algo-
rismes per a decidir si el conjunt X(Q) és buit
o no en un nombre finit de passos. Per exemple,
d’acord amb el teorema de Hasse-Minkowski sa-
bem que tota cònica definida sobre un cos de
nombres satisfà el principi de Hasse. Tanma-
teix, hi ha molts contraexemples al principi de
Hasse en la literatura. En els anys quaranta,
Lindt i Reichardt, independentment, van tro-
bar una de les primeres corbes per a les quals
el principi de Hasse no es verifica. Aquesta cor-
ba ve definida per l’equació af́ı y2 = x4 − 17.
Uns anys més tard, Selmer va provar que la cor-
ba definida per l’equació 3x3 + 4y3 + 5z3 = 0 és
també un contraexemple al principi de Hasse.
Actualment, aquesta corba es coneix com la
cúbica de Selmer.

El treball “Punts racionals en corbes de
Shimura sobre cossos quadràtics imaginaris”
tracta el cas de les corbes de Shimura, que du-
rant les darreres dècades han esdevingut un ob-
jecte clau en diverses qüestions de modulari-
tat, relacionades per exemple amb l’últim teo-
rema de Fermat. L’objectiu del treball ha estat
revisar els treballs de B. W. Jordan [Jor86] i
A. N. Skorobogatov [Sko05] sobre l’existència
de punts racionals en corbes de Shimura so-
bre cossos quadràtics imaginaris, i aportar un
nou enfocament i un nou mètode que permet
generalitzar-ne els resultats.

Suposem que BD és una àlgebra de qua-
ternions racional i indefinida de discriminant
D > 1. Associada a BD, existeix una cor-
ba algebraica projectiva i llisa XD/Q, que
anomenem corba de Shimura (vegeu [Shi63],
[Shi67]). Per un resultat clàssic de G. Shimu-
ra ([Shi75]), la corba XD no té punts reals, és
a dir XD(R) = ∅. En particular, XD(Q) = ∅.
Aleshores, el següent pas en l’estudi de punts
racionals en XD sobre cossos de nombres és
considerar el cas d’un cos quadràtic imagina-
ri K/Q. Segons la interpretació modular de
XD, els punts K-racionals de XD parametrit-
zen superf́ıcies abelianes amb multiplicació qua-
terniònica per BD definides sobre una clausu-
ra algebraica Q̄ del cos dels nombres racio-
nals i amb cos de mòduli K, però que no ne-
cessàriament admeten un model racional sobre
K. D’acord amb el treball de Jordan a [Jor86],
les superf́ıcies abelianes parametritzades per un
punt P ∈ XD(K) admeten un model racio-
nal sobre K si, i només si, el cos K escin-
deix BD, i.e. BD ⊗Q K ≃ M2(K). Sota aques-
ta hipòtesi, Jordan va donar condicions sufici-
ents expĺıcites per tal que XD(K) = ∅, produint
aix́ı exemples de corbes de Shimura sense punts
racionals sobre cossos quadràtics imaginaris
(vegeu, per exemple, [Jor86, Theorem 6.3]).
Per demostrar aquests resultats, Jordan es ba-
sa en la interpretació modular de XD, i estu-
dia certes representacions de Galois associades
a les superf́ıcies abelianes parametritzades per
punts en XD(K). Fent ús de la caracteritza-
ció de B. W. Jordan i R. Livné a [JL85] per
a l’existència de punts locals en corbes de Shi-
mura, del resultat de Jordan es dedueixen con-
traexemples al principi de Hasse sobre cossos
quadràtics imaginaris.
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Quan el cos quadràtic imaginari K no es-
cindeix BD, un punt P ∈ XD(K) es correspon
a la classe d’isomorfisme d’una superf́ıcie abe-
liana amb multiplicació quaterniònica per BD

amb cos de mòduli K que no admet un model
racional sobre K. En aquest cas, els resultats
de [Jor86] no s’hi apliquen. De fet, si K no es-
cindeix BD i XD(Kv) 6= ∅ per a tota plaça v de
K, Jordan anomena parell excepcional al parell
(BD,K).

Un dels resultats principals del recent tre-
ball estableix condicions suficients expĺıcites
per a l’absència de punts racionals en el conjunt
XD(K), sense suposar que K escindeix BD. Les
tècniques emprades són similars a les que apa-
reixen a [Jor86] i [Sko05], però amb un nou en-
focament que ens permet eliminar la hipòtesi
BD ⊗Q K ≃ M2(K). Inspirats per les idees de
J. S. Ellenberg i C. Skinner a [ES01], introdüım
el concepte de representació de Galois sobre el
cos de mòduli d’una superf́ıcie abeliana, que
ens permet associar representacions del grup de
Galois Gal(K̄/K) als punts en XD(K), en lloc
de fer-ho a les superf́ıcies abelianes que aquests
punts parametritzen, i independentment de si
aquestes superf́ıcies admeten un model racio-
nal sobre K o no. Gràcies a aquesta diferència,
els resultats del treball ens permeten produir
exemples de parells excepcionals (BD,K) tals
que XD(K) = ∅. Entre aquests contraexem-
ples al principi de Hasse desconeguts fins ara
trobem, per exemple, els parells excepcionals
següents:

(B2·19,Q(
√
−39)), (B2·29,Q(

√
−15)),

(B2·31,Q(
√
−87)), (B2·37,Q(

√
−15)),

(B2·43,Q(
√
−15)).

L’estudi del principi de Hasse per a cor-
bes algebraiques, i en particular el descobri-
ment de nous contraexemples a aquest prin-
cipi local-global, està estretament lligat a una
conjectura atribüıda a B. Poonen [Poo06], se-
gons la qual l’única obstrucció al principi de
Hasse sobre cossos de nombres per a certes
famı́lies de corbes algebraiques és l’anomena-
da obstrucció de Brauer-Manin. De la inter-
pretació dels resultats de Jordan en termes
de descens per Skorobogatov [Sko05] se se-
gueix que els contraexemples al principi de
Hasse dedüıts a [Jor86] estan explicats per
l’obstrucció de Brauer-Manin. De la matei-
xa manera, aquesta obstrucció també explica

els nous contraexemples al principi de Hasse
aportats pel recent treball.

Per últim, cal destacar que les tècniques
i les idees introdüıdes en el nostre treball
s’apliquen també a l’estudi de punts racionals
en certs quocients d’Atkin-Lehner de corbes de
Shimura. Les corbes de Shimura estan dota-
des d’un grup d’involucions naturals, les ano-
menades involucions d’Atkin-Lehner, i el quo-
cient d’una corba de Shimura XD per l’acció
d’una d’aquestes involucions pot tenir punts
racionals, malgrat XD(Q) = ∅. L’absència de
punts racionals en aquests quocients està re-
lacionada amb certes conjectures de finitud
sobre les possibles àlgebres d’endomorfismes
d’una superf́ıcie abeliana, i el seu estudi és part
d’un projecte de recerca actualment en desen-
volupament i en el qual ja s’han obtingut alguns
resultats satisfactoris.
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